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Resume. En utilisant un argument d'augmentation du niveau (et un resultat 
de Larsen sur l'image des representations galoisiennes apparaissant dans des 
systemes compatibles), nous prouvons que pour toute forme automorphe it de 
U(3), la representation galoisienne Z-adique pi attachee a n par Blasius et Ro- 
gawski est a chaque place finie celle associee a tt par la correspondance de Lang- 
lands locale (au moins a semi-simplification pres, et pour un ensemble de densite 
1 de I). Nous nous appuyons sur le travail de Harris et Taylor, qui ont prouve les 
memes resultats (pour U(n)) sous l'hypothese que le changement de base de 7r 
est de carre integrable en au moins une place. Un corollaire de notre resultat est 
que toute representation automorphe pour G temperee a une infinite de places 
est temperee partout. 

Abstract. Using a level-raising argument (and a result of Larsen on the image 
of Galois representations in compatible systems), we prove that for any auto- 
morphic representation tt for U(3), the i-adic Galois representation pi which is 
attached to tt by the work of Blasius and Rogawski, is the one expected by local 
Langlands correspondance at every finite place (at least up to semi-simplification 
and for a density one set of primes I). We rely on the work of Harris and Taylor, 
who have proved the same results (for U(n)) assuming the base change of tt is 
square-integrable at one place. As a corollary, every automorphic representation 
which is tempered at an infinite number of places is tempered at every places. 



1. Introduction 

1.1. Resultats. Soit E/F une extension CM de corps de nombres, c Pelement non 
trivial de Gal (E/F), G le groupe unitaire a trois variables defini par 

G(R) = {ge GL n (E ® F R), t c(g)g = 1} 

pour toute F-algebre R. On choisit une cloture algebrique E de E et on pose 
T E = Gal (£/£). 

Dans |Rog3| , Rogawski a etudie en grand detail les representations automorphes 
de G. II a construit une application de changement de base attachant a chaque 
representation automorphe n de G une representation automorphe tte de Ge = 
G xp E ~ (GL.3)^ (voir 12.2.1(1 . De plus, avec Blasius, dans [BR , il a montre 
l'existence d'un systeme compatible de representations galoisiennes attache a n (ou 
a tte), que nous explicitons ci-dessous. 

Pour chaque place finie w de E, choisissons une cloture algebrique E w de E w , et 
notons Fe w '■= Gal (E w /E w ). Choisissons egalement un plongement de E dans E w , 
ce qui permet d'identifier T Ew a un sous-groupe de decomposition D w de Te en w. 

Pour I un nombre premier, choisissons une cloture algebrique Qj de Q; et notons 
(a la suite de |HT| page 6]) r\ la correspondance de Langlands locale qui associe 
a une representation complexe lisse irreductible de GL3(£ , W ) une representation 
continue de dimension 3 de Te w sur Q/. 

l 
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Enfin, pour r une representation d'un groupe G, nous notons dans cet article r\H 
la restriction de r a un sous-groupe H de G et rj 5 ^- la semi-simplification de cette 
restriction. 

Theoreme 1 (Blasius-Rogawski (voir jBRj theoreme 1.9.1 (a) et theoreme 2.2.1.)). 
Soit 7r une representation automorphe de G dont le changement de base tte est 
cuspidal. II existe un corps de nombres L, et pour toute place finie p de L une 
representation continue, absolument irreductible, p^ : Gal(E/E) — > GL^(L^) telle 
que pour toute place finie v de F premiere d N(p)Disc(E/Q) telle que ir v est non 
ramifiee, et pour toute place w de E divisant v, on ait 

De plus, soit tte est I'induite automorphe d'un caractere de Hecke ^ d'une ex- 
tension cubique E' de E, soit les representations p^ sont fortement absolument 
irreductibles, i.e. la restriction de p^ a tout sous-groupe ouvert de Gal(E/E) est 
absolument irreductible. 

Si L est un corps de nombres satisfaisant la conclusion du theoreme 1, on dira 
que L est un corps de definition de it. Tout corps de nombres contenant L est alors 
aussi un corps de definition de ir. 

Les p^ forment done un systeme de representations compatibles de G&1 (E/E) 
a coefficients dans L. Mais le theoreme precedent ne decrit les representations p M 
qu'aux bonnes places w de E. L'objet de cet article est d'etendre cette description 
aux autres places. Nous y parvenons, mais seulement pour un ensemble de densite 1 
de places p, et a semi-simplification pres. Plus precisement, notre resultat principal 
est le suivant : 

Theoreme 2. Soit n une representation automorphe de G dont le changement de 
base tte est cuspidal, et L un corps de definition de it. II existe un ensemble S de 
densite 1 de nombres premiers tel que pour toute place p de L divisant I G S, et 
pour toute place finie w de E ne divisant pas I, on ait 

Remarquons que si tte est une induite automorphe d'un caractere de Hecke ^, 
le theoreme |U decoule aisement des proprietes de compatibilite locale/globale de 
l'induction automorphe (cf |AC| ) et du theoreme de multiplicite un forte pour GL3. 
Pour prouver le theoreme El on peut done supposer, et Ton supposera par la suite, 
que les p^ sont fortement absolument irreductibles. 

Le resultat suivant se deduit aisement du theoreme El : 

Corollaire 1. 1) Si ir est une representation automorphe de G dont le change- 
ment de base tte est cuspidal, alors tte est temperee en toute place w de E. 

2) Si ir est une representation automorphe de G dont le changement de base tie 
est cuspidal, alors tt est temperee en toute place v de F. 

3) Si 7r est une representation automorphe auto-duale de GL^(F) (F un corps 
totalement reel), tels que tToq est discrete a poids distincts pour toute place 
reelle 00 de F , alors ir verifie la conjecture de Ramanujan. 

Demonstration - Le premier point se prouve a partir du theoreme El exacte- 
ment comme le theoreme VIII. 1.11 de |HTj . Le second resulte du premier. Pour le 
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troisieme, pour toute place finie v de F, on peut choisir un corps CM E/F tel que le 
changement de base tte est cuspidal et v decompose dans E. Les hypotheses faites 
sur 7T assurent alors que tte provient par changement de base d'une representation 
automorphe tt' du groupe unitaire G attache a E/F. Le fait que tt v est temperee 
resulte alors de 1). □ 



1.2. Methode. La preuve du theoreme El s'appuie sur le resultat essentiel suivant, 
du a Harris et Taylor : 

Theoreme 3 (Harris- Taylor). Soit tt une representation automorphe de G dont le 
changement de base tte est cuspidal, et L un corps de definition de U. On suppose 
que (tte)w est de carre integrable pour au moins une place finie w de E. Alors pour 
toute place \x de L (de caracteristique residuelle I ), et pour toute place finie w de 
E ne divisant pas I, on a 

W\ S D w ^n{{KE) w T. 

L'objet du theoreme |2]est done d'enlever Phypothese que tte est de carre integrable 
au theoreme EH Pour cela, on prouve d'abord deux propositions qui sont des cas 
particuliers du theoreme E] : 

Proposition 1. Soit tt une representation automorphe de G dont le changement 
de base tte est cuspidal, et L un corps de definition de tt. II existe un ensemble S 
de densite 1 de nombre premiers tel que pour toute place \i de L divisant I G S, et 
pour toute place finie w de E ne divisant pas I, on ait 

oil I w C D w est le sous-groupe d'inertie. 

On note G v le groupe G(F V ), et B v un sous-groupe d'lwahori de G v . 

Proposition 2. Soit tt une representation automorphe de G dont le changement 
de base tte est cuspidal, et L un corps de definition de tt. II existe un ensemble S de 
densite 1 de nombre premiers tel que pour toute place /i de L dont la caracteristique 
residuelle I appartient a S, et pour toute place finie v de F ne divisant pas I, si 
TTy v 7^ 0, on ait, pour w place de E au-dessus de v, 

{p,yf Dw ^n({TTE) w r. 

Pour prouver les propositionsnetEl l'idee est, en premiere approximation, de se 
ramener au theoreme 01 applique a une representation automorphe TT n qui en verifie 
Phypothese (de carre integrable en une place) et qui est congrue a tt modulo /i n , 
pour n = 1,2, ... , la representation 7r„ etant obtenue en appliquant le theoreme 
d'augmentation du niveau de |BG| a tt en une place inerte auxiliaire vq. Cette 
methode consistant a utiliser des augmentations du niveau pour se ramener au 
cas ou une hypothese technique est satisfaite a d'ailleurs deja ete utilisee dans 
la these de Taylor ( |Taylor| ), dans un cadre et un but differents (il s'agissait de 
montrer l'existence de representations galoisiennes attachees aux formes modulaires 
de Hilbert) 

Cependant on bute ici sur deux difficultes : la premiere est qu'en appliquant un 
theoreme d'augmentation du niveau a tt modulo fi n avec n > 1, on n'obtient pas, de 
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representations automorphes 7r n mais seulement des formes automorphes f n qu'on 
ne peut supposer propres pour les operateurs de Hecke. On contourne ce probleme 
en imposant a f n d'apparaitre dans un espace de formes automorphes admettant 
un type de Bushnell-Kutzko adequatement choisi (pour prouver la proposition 1) 
ou d'etre propre modulo fi n pour un caractere adequat du centre de l'algebre de 
Hecke- Iwahori (pour prouver la proposition 2). 

La seconde dimculte consiste a montrer l'existence de bonnes places inertes aux- 
iliaries : on ne peut pour cela utiliser le theoreme 2 de |BG| . qui montre l'existence 
de places auxiliaires Vq, mais telles que \i est non normale pour vq (voir 12, 3. 3|) . ce qui 
empeche de montrer que la forme obtenue f n verifie les hypotheses du theoreme El 
On utilise a la place un resultat recent de Larsen sur l'image des representations 
galoisiennes dans un systeme compatible ( |Laj ). qui combine avec un resultat de 
Steinberg, permet de montrer l'existence de bonnes places inertes vq, telles que fi est 
normal pour vo (quoique non banal), ou augmenter le niveau, a condition d'exclure 
un ensemble de mesure nulle de nombres premiers I. 

Enfin, pour prouver le theoreme|5J on utilise un changement de base non galoisien 
pour ramener le calcul de la trace d'un element de D w — I w dans le cas general a 
la proposition 2, ce qui, combine avec la proposition 1 (determinant la trace des 
actions des elements de I w ) permet de conclure. 

2. Notations et rappels 

2.1. Notations. On garde les notations de l'introduction, E/F est une extension 
CM, c l'element non trivial de Gal (E/F). On choisit un releve 7 de c dans Tp = 
Gal (F/F), tel que 7 2 = 1. 

Soit G le groupe unitaire defini dans l'introduction. On notera G v le groupe 
G(F V ). On notera q v le cardinal residuel de F v , et w v une uniformisante de F v . 

2.2. Le changement de base de Rogawski. 

2.2.1. Changement de base global. Rogawski definit une partition des representa- 
tions automorphes de G en A-paquets globaux, et pour chaque A-paquet IT, son 
changement de base tte qui est une representation automorphe de Ge- On peut done 
definir sans ambigui'te le changement de base d'une representation automorphe ir 
de E comme le changement de base du ^4-paquet auquel elle appartient. 

2.2.2. Changement de base local. Soit v une place de F. Rogawski definit, suivant les 
conjectures d'Arthur, des parties finies de Pensemble des classes d'isomorphismes de 
representations lisses complexes irreductibles de G v qu'il appelle ^4-paquet locaux. 
Si v est decomposee, tous les A-paquets sont des singletons. 

Soit w une place de E au-dessus de F. Si n„ est un A-paquet local, on peut definir 
son changement de base (local) a E w qui est une representation lisse complexe 
hreductible de GLs(E w ). Les A-paquets globaux sont produits tensoriels de A- 
paquets locaux et le changement de base global est compatible au changement de 
base local. 

Une representation complexe lisse irreductible de G v peut appartenir a plusieurs 
A-paquets locaux. Cependant : 
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Lemme 2.2.3. Si deux A-paquets Tl v et Tl' v contiennent une representation en 
commun, leurs changements de bases sont des sous- quotients d'une meme induite 
parabolique. En particulier, les images de ces deux changements de base par la 
correspondance de Langlands ont meme semi-simplification. 

De plus, si U v et H' v contiennent deux representations ir v et ir' v ayant meme sup- 
port supercuspidal a equivalence inertielle pres, il en va de meme de leur change- 
ment de base. 



Demonstration - II n'y a rien a prouver pour v decomposee. On suppose v inerte 
ou ramifiee. 



D'apres Rog3 , les seules representations appartenant a plusieurs ^4-paquets 
sont celles notees n s (x) loc. cit., page 199, pour x un caractere de U(l). Ces 
representations appartiennent exactement a deux ^4-paquets, {vr s (^), 7r 2 (£)} (qui 
est temperee), et {tt s (£)> 7r n (£)} (l u i ne l' es t pas). Les changements de base de 
ces deux A-paquets sont respectivement la sous-representation irreductible et la 
representation quotient de l'induite du Borel du caractere (£e,£e| |, 1). 

Le "en particulier" resulte par exemple de |Hej . 



Le "de plus" resulte de |Rog3l prop. 13.2.2]. □ 



Si tt v est la composante locale d'une representation automorphe, elle appartient a 
au moins un A-paquet local. La notation 77 ((tTv)e w ) ss est done definie sans ambiguite 
par r;((LT, ; )£; uj ) ss , ou n„ est n'importe quel paquet local contenant ir v . 

2.3. Rappels locaux. 

2.3.1. Algebres de Hecke non ramifiees. Si v est inerte ou ramifiee, G v est un groupe 
unitaire quasi-deploye de rang un. Si v est inerte, G v est de plus non ramifiee. On 
dispose alors d'une classe de conjugaison privilegiee de sous-groupes compacts max- 
imaux de G v , la classe de conjugaison hyperspeciale. Si K v appartient a cette place 
l'algebre de Hecke TL{G V ,K V ) des fonctions a support compact, i^-invariantes a 
gauche et a droite, a valeurs dans Z, munies de la convolution, est commutative, 
isomorphe a Z[T V ]. Ici, T v est Poperateur de Hecke standard, defini comme la fonc- 
tion caracteristique de la double classe de la matrice diagonale (w v , \ ,w~ l ). On le 
notera aussi parfois T w , ou w est la place de E au-dessus de v 

Si v est une place decomposee, le choix d'une place w de E definit un isomor- 
phisme G v ~ GL3(F V ) ~ GL3(^), canonique a automorphismes interieurs pres. 
Si K v est le compact maximal correspondant a GL3(0„) via cet isomorphisme, 
on notera T w Poperateur de Hecke dans TC(G V ,K V ) donnee par la fonction car- 
acteristique de la double classe de la matrice diagonale (w v , 1,1). 

2.3.2. On peut reformuler le theoreme^ 611 termes des operateurs de Hecke ainsi 
definie. En gardant les notations de ce theoreme, pour toute place v telle que tt v est 
non ramifiee, w place de E au-dessus de v, si est la valeur propre par laquelle 
agit Poperateur T w sur la droite tt^ v , alors 

A™ = tr p^(Frob w ). 

2.3.3. Caracteristiques normales. Si v est inerte, on dit que I est une caracteristique 
normale (resp. banales) pour G v (ou pour v) si / ne divise pas q v (q% + 1) (resp. 
g„(g«-l)(gj! + l)). 
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2.3.4. Centre de Bernstein. Nous rappelons un fragment de la theorie du centre de 
Bernstein. Soit B v un sous-groupe d'lwahori de G v , K v un compact maximal. On 
note Z(G V ,B V ) le centre de Palgebre de Hecke-Iwahori H(G V , B v ). Alors 

Lemme 2.3.5. II existe un isomorphisme d'algebre 

b: Z(G V ,B V )®C~H(G V ,K V )®C, 

tel que, pour toute representation tt lisse irreductible de G v telle que ir Bv ^ 0, 

1) Z(G V ,B V ) agitsurTT Bv par un caractere ip , etH(G v , K v ) agit surir Kv (eventuel- 
lement nul) par le caractere ip o b . 

2) II existe une unique representation n' avec 7r fKv ^ 0, et telle que r H{G v ,K v ) 
agisse sur ir Kv par ipob~ l . De plus tt et tt' apparaissent dans une mime induite 
non ramifiee. 

3) La representation galoisienne n(( 7r )_E„) ss est non ramifiee, et trri((ir)E w )(Frob w ) = 
^ob~ l (T w ). 

Demonstration - D'apres la theorie classique des representations non ram- 
ifiees, toute representation lisse irreductible tt apparait comme facteur de Jordan- 
Holder d'une induite parabolique / d'un caractere non ramifie, qui contient un 
unique facteur non ramifiee it' , et qu'on peut supposer indecomposable. D'apres 
l'equivalence de categorie bien connue de Borel, I Bv est un module indecomposable 
sur 7i(G v , B v ). Le centre Z(G V , B v ) agit done par un caractere tp sur I Bv , done sur 
tt Bv et tt' Bv . L'existence de l'isomorphisme b verifiant 1) resulte de ; 2) resulte 
alors de ce qui precede, et 3) de |Hej . □ 



3. Existence de places inertes et normales ou augmenter le niveau 

3.1. Enonce. 

3.1.1. Dans toute cette partie, tt est une representation automorphe pour G dont 
le changement de base a E, est cuspidal, w est une place de E et v est la place de F 
divisant E. On choisit un corps de definition L de tt, et pour \x place finie de L, on 
note la representation galoisienne associee, qu'on suppose fortement absolument 
irreductible. 

Le but de cette sous-partie est de prouver le resultat suivant : 

Proposition 3.1.2. // existe un ensemble S de nombre premiers, de densite 1, 
tel que pour toute place finie [i de L divisant une place de S, et pour tout entier 
n > 1, il existe une infinite de places Vq de F, inertes dans E, telles que tt Vq est non 
ramifiee, et telles que la valeur propre A = A„ de I'operateur de Hecke standard 
T Vo sur tt Vo , et le cardinal residuel q = q Vo de F Vo verifient 

(1) A = q(q 3 + l) (mod// 1 ) 

(2) q = 1 (mod/i n ). 

3.2. Reduction a une propriety de l'image de p^. 
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3.2.1. D'apres BGj 6.2.8], il existe une base de telle que dans cette base, la 
representation p^ definisse un morphisme p^ : Gal(E/E) — > GL<3((D M ), verifiant 
pour tout g £ Ge 

(3) p m (7 57 - 1 )=^Vm(5) -1 ^ 1 , 

ou ^4 € GL3(C^). Comme 7 est une involution, on voit en appliquant deux fois (J2J) 
que A 1 A -1 est dans le commutant de p^, done est un scalaire a. D'ou 1 A = aA, 
ce qui implique a = ±1, et le cas antisymetrique a = —1 est impossible car A est 
inversible. On a done 

(4) *A = A. 

3.2.2. Notons /) n la reduction de p^ modulo //\ et wj» : Gal (F/F) -> (Z/l n Z)* le 
caractere cyclotomique. La proposition 13. 1 .21 se reduit a la proposition suivante : 

Proposition 3.2.3. // exisie 5 G Gal(E/E) tel que p n (g) = aid avec a € (0/p n )* 
et uJin(g) = -1. 

3.2.4. Prouvons que le proposition ^. 2. 3l impliaue la proposition ^. 1.21 (5 le produit 
semi-direct 

GL 3 (0/p n ) x C, 

ou C est le groupe a deux elements {1, c} et c agit sur G par g 1— > Les rela- 

tions (jEHU) permettent de prolonger p n en un morphisme, note p n : Gal (E/F) — > G 
par 

(5) ^(a) = x 1, aeGal(£/F) 

(6) p n ( 7 ) = ixc 

Si g est comme dans l'enonce de la proposition, on a p n {gi) = x c et 

ujin(g'y) = 1. II existe done une infinite de places de F telles que /5 n (Frob„ ) = 
(aA) xi c et W;n (Frob „ ) = 1. Ces places ne peuvent etre decomposers, un infinite 
d'entre elles sont done inertes. Pour vq une telle place, on a q = 1, et si wo est la 
place de E au-dessus de vo, 

p n (Fiob m ) = p n (Frob V0 ) 2 = (aAfiaA)- 1 = Id 

(cf. |BG1 6.2.8]), ce qui implique que A = q(q 3 + 1) (mod p n ) d'apres la transfor- 
mation de Satake, cf. |BG1 3.7.1] 

3.2.5. Le reste ce cette partie est consacree a la preuve de la proposition 13.2.31 
Nous distinguerons deux cas (i) et (ii), suivant la disjonction du theoreme 2.2.1 
de |BR| . point (b) : le cas (i) est celui ou les representations p^ sont fortement 
absolument irreductibles, i.e. sont absolument irreductibles et le restent apres re- 
striction a tout sous-groupe d'indice fini du groupe Gal (E/E). Le cas (ii) est celui 
des representations qui sont des induites d'un sous-groupe d'indice 3. 



3.3. Preuve de la proposition 13.2.31 
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3.3.1. Pour tout nombre premier I, et toute place p de L au-dessus de I, p^ est 
une representation de Gal (E/E) de dimension 3 sur qu'on peut egalement voir 
comme une representation de dimension 3[L M : Qj] sur Qj. Posons 

Pi = ®n\lP». 
qui est une representation de dimension 

3j}^:Q,]=3[L:Q]. 

Les /?/ forment un systeme compatible de representations Z-adiques. 

Notons T/ l'image de pi (dans GL 3 rx, : Q](Q;)) et Gi son adherence Zariski. Comme 
les representations p^ (sur L^) sont irreductibles, elles sont semi-simples en tant 
que representation sur Qj, ainsi que les p;. Les groupes G[ sont done reductifs. On 
note G\ la composante neutre de Gi, auquel on peut appliquer un resultat de Serre 
(cf. |Serre| theoreme, page 15]) : 

Lemme 3.3.2. // existe une extension finie E' de E, tel que pour tout I, 

p l (Gal(E/E')) = T l nG ( t(Q l ). 

Quitte a remplacer E par E', on peut done supposer que Gi = G®. Comme p M 
est fortement absolument irreductible, Ce changement de E en E' n'affecte pas 
l'hypothese que p^ est absolument irreductible. 

3.3.3. On note, suivant |Laj . Gf d le groupe adjoint de Gi et le revetement 
universel de G^. Ce sont des groupes reductifs connexes, et G s t c et Gf d sont meme 
semi-simples. 

D'apres |La-pi , il existe un ensemble de densite 1 de nombre premiers, tel que 
pour tout nombre premier I de cet ensemble, le groupe reductif Gf c est non ramifie 
(cf. jTI]). On peut done parler de sous-groupes compacts maximaux hyperspeciaux 
de Gf(Qi) pour I S (cf. [HI). Notons enfin Tf d l'image de T t dans Gf d (Q ; ) par 
1' application canonique, et Tf l'image reciproque de dans G s l c (Qi). 




Le theoreme suivant est le resultat principal de |Laj . 

Theoreme 3.3.4 (Larsen). // existe un ensemble de densite 1 de nombres pre- 
miers tel que pour tout I de cet ensemble, Tf c est un sous-groupe compact maximal 
hyperspecial de G Z SC (Q/). 



Corollaire 3.3.5. II existe un ensemble S de densite 1 de nombres premiers tel 
que pour tout I de cet ensemble, n'a pas de quotient d'ordre 2. 



Demonstration - On prend pour ensemble S de nombre premiers celui du 
theoreme precedent prive de 2. Pour I en dehors de cet ensemble, G^ c a un (unique) 
modele a fibres semi-simples connexes sur Z/ tel que T^ c = G; C (Z/). Comme le 



noyau de la reduction, surjective d'apres le lemme de Hensel, G? c (Zj) 



Gf 
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est un pro-^-groupe avec I 7^ 2, il suffit de voir que G; C (F;) n'a pas de quotient 
d'ordre 2. Or d'apres un theoreme de Steinberg ( |Steinberg| , voir aussi |PR1 page 
406]), comme le F^-groupe algebrique G^ est semi-simple connexe et simplement 
connexe, le groupe de ses points rationnels Gj°(Fj) est d'abelianise trivial. □ 

Dorenavant, S designe un ensemble de nombres premiers comme dans le corollaire 
ci-dessus. 

3.3.6. Notons maintenant T M l'image de p^ dans GL3(L A1 ), et G M l'adherence 
Zariski de dans GL3(L^) considere comme groupe algebrique sur Q;, i.e. dans 
Res^'GL 3 . 

La projection p : pi — > p^ definit un morphisme surjectif p de T; sur T M qui 
se prolonge en un morphisme surjectif (note aussi p) de Q^-groupes algebriques 
Gi — * G^. Le groupe est done connexe. On definit G ad comme le groupe adjoint 
de G^, et G s ^ comme le revetement universel de G^f. On definit comme l'image 
de r^, et comme l'image reciproque de T^f. 

On a done le diagramme commutatif suivant : 




G,m Gf (Q,) GJPCQ,) 

ou les ffeches verticales se deduisent de p par fonctorialite et sont toutes surjectives 
par construction. 

Lemme 3.3.7. Si p\l et I € S, T s ^ n'a pas de quotient d'ordre 2. 

Demonstration - Comme e'est un quotient de T^ c , cela resulte du corollaire 13.3.51 
□ 

Lemme 3.3.8. Le groupe G^ d (Qi)/T(G s l f(Qi)) est abelien de 3-torsion. 

Demonstration - Considerons G^ comme un sous-groupe algebrique de 

Res WQi GL 3- 

Le groupe G^ x Qj est done un sous-groupe e algebrique de 

(Res x<4/Ql GL 3 )xQ, = JjGL 3 

w 

ou W est l'ensemble des plongements de L M dans Qj. On en deduit que le groupe 
G ad x Qj est un sous-groupe de Y\w ^3- Soit Z son centre : comme p^ est absol- 
ument irreductible, e'est un sous-groupe du centre de rivK^^3' e ^ u es ^ done de 
3-torsion. 
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Considerons la suite exacte courte de groupes munis d'une action de Gal (Qi/L^) : 

o - zm -> c^m ^ cfm - o. 

La suite exacte longue de cohomologie associee identifie G^ d (Q;)/r(G^ c (Q^)) a un 
sous-groupe de H (L^, Z(Qi)) qui est abelien de 3-torsion. □ 

Lemme 3.3.9. Si n\l et I € S, T^f n'a pas de quotient d'ordre 2. 

Demonstration - Le groupe Gf(Qi)/T(G s ^(Qi)) est abelien de 3-torsion, d' apres 
le lemme precedent. II en va done de meme du groupe r^/r(r^ c ), qui n'a done pas 
de quotient d'ordre 2. D'apres le lemme 15.3,71 r(r^ c ) n'a pas non plus de quotient 
d'ordre 2. II en va done de meme de Tff 1 . □ 

Lemme 3.3.10. Le centre Z(T^) est compose d'homotheties de L* ; et T^/Z(T^) 
n'a pas de quotient d'ordre 2. 

Demonstration - La premiere assertion resulte du lemme de Schur, qui montre 
aussi que Z(T^) = Z(G^(Qi)) DT^ et la seconde resulte alors du lemme precedent, 

car r M /z(r„) = iy (z(G„(Q,)) n r„) = r- d . □ 

3.3.11. Fin de la preuve de la proposition UT2.'A Considerons le caractere ujf n l ^ 2 \ 
Son image est {±1}. D'apres le lemme de Goursat et le lemme precedent, l'appli- 
cation p^ x wj n : Gal{E/E) — ► r M /Z(r M ) est surjective. II y a done un 

g' e Gal (E/E) dont I'image est (1, -1). Posons g = g'^ n ~ l )l 2 . Alors p^g) € Z(r M ) 
done est un scalaire, et il en va de meme de sa reduction p n (g)- De plus u>in(g) = —1, 
ce qui prouve la proposition. 

4. Preuve de la proposition [T] 
On reprend les memes notations que dans la partie l3~,l.ll 
4.1. Choix d'un niveau et d'un type pour la preuve. 

Lemme 4.1.1. II existe un sous-groupe compact ouvertK v de G v et une representation 
J v de K v tel que 

a. Hom Kv {Jv,^v) 7^ 

b. Pour t une representation lisse irreductible de G v , si HomK v {J v ^v) on a 
pour toute place fi de L 

r i (te to ) fjL — r i (tteto ) \f m ■ 



Demonstration - D'apres |Bu| page 772] si v est decompose, ou le theoreme 
principal de [EI] si v est inerte ou ramifiee, il existe un type (K v , J v ), tel que pour 
toute representation lisse irreductible t deG v , Hom^ (J„,r) ^ si et seulement si 
r et tt v ont meme support supercuspidal a equivalence inertielle pres. Pour un tel 
type, la propriete a. est evidemment satisfaite. 

Si v est decompose, on a G v = GL3 (E w ) ; soit {iri, . . . , ir^} le support super- 
cuspidal de 7T (on a 1 < < 3, et les 7Tj sont des representations supercuspidales 
irreductibles de GL n .(E w ), avec Yli=i n i = 3). Si Hom^ ( J v , t) 7^ 0, le support 
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supercuspidal de r est done {tti (g> xi det, . . . , -k^ ® Xk det}, ou les Xi sont des car- 
acteres non ramifies de . Les proprietes de compatibilite a Pinduction parabolique 
( |HT| propriete 2, page 6]) et au twist par un caractere ( |HT| propriete 3, page 6]) 
de ri, et le fait que deux constituants d'une meme induite parabolique aient, a 
semi-simplification pres, la meme image par 77 (cf |Hej ) implique que 

(7) r/(^) ss ~ ®i =1 ri(TTi) 

(8) n(r) ss ~ ® k i=l n{n i )®r l {xi) 

ce qui implique {ti{t) ss )\i w ~ ( r l(^v) ss )\i m - Comme la restriction a I w commute a 
la semi-simplification pour une representation de D w (cela resulte de |Ta| 4.2.1]), 
on a done 

Supposons v inerte ou ramifiee dans E. Soit r tel que Horn^ (J v ,t) 7^ 0. Soit 
T E W et (tt v )e w les changements de base de n'importe quel ^4-paquet contenant r 
et ir v . D'apres le lemme 0.2.31 te w et (tt v )e w ont meme support supercuspidal a 
equivalence inertielle pres. On est alors ramene au cas precedent. □ 



4.1.2. Soit K V ,J V comme dans le lemme. Soit K v = Y\ V ,_^ V K V / un sous-groupe 
compact ouvert de n«'=^ G(F v i) tel que 

(9) 7T KV + 0. 

Posons K = K V K V et J = J v <g> I. 

Pour toute O^-algebre R, on note S^j^^ le i?-module (libre de rang fini) des 
formes automorphes de niveau K, type J et meme poids que tt qui sont definis sur 
R, defini en [BUI 5.2]. 

4.2. Formes anciennes et nouvelles. 

4.2.1. Soit une place inerte de F, distincte de v, et telle que K VQ est hyperspecial. 
On note T = T Vo l'operateur de Hecke standard de TC(G Vo , K Vo ) et q le cardinal 
residuel de F VQ . Soit B VQ un sous-groupe d'lwahori de G VQ contenant K Vo et soit 

On note Nb^ooR e ^ Obj^o^r les i?-modules (libres de rang finis) des formes 
nouvelles et anciennes (respectivement) en vo sur R de niveau B, de type J et 
de poids 11^, tels qu'ils sont definis en BO, 5.3.6]. La formation de ces espaces 
commute a tout changement de base R — > R' . 

4.2.2. On rappelle que si £ est Pensemble fini des places v' telles que K v i n'est 
pas hyperspecial, Palgebre de Hecke commutative 

agit par operateurs i?-lineaire sur les espaces Sk,j,-k x ,r, Ne^^o^r et Ob,j,tt x ,r, et 
ceci fonctoriellement en R. (cf. |BO| 5.2.2 et 5.3.4]). Rappelons en particulier que 
Paction de 1~L(G VQ , K vo ) = Z[T] sur les espaces Nb^j^^^r et O b . ,7,71-00, .R est definie 
en identifiant 7i(G V0 , K vo ) a une sous-algebre de TC(G VQ , B VQ ), l'operateur T etant 
identifie a l'operateur Tb defini en |BG| 3.3.2]. Aux autres places v' S, Paction 
de H(G V ',K V ') est Paction evidente. 
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Rappelons aussi ( |BG[ 5.1.3]) que si R est une L^-algebre, les actions de Tip sur 
les espaces considered sont semi-simples 

4.2.3. Pour tout 0^-algebre R, notons Ng JlTac R (resp. N R j R ) le noyau Ker (T— 
q(q 3 + 1)) (resp. Ker (T + (q 3 + 1))) sur N B ,Z',R- 

Lemme 4.2.4. Supposons que {q 3 + 1) ^ (mod /i). On a 

NB,j,^R = N+ JtnooR ®N- J ^ R 
et pour tout morphisme R — > R' de O^-algebres on a 

pour • € {+, — } . 

Demonstration - Comme q(q 3 + 1) 7^ — (q 3 + 1) (mod fj,) par hypothese, il suffit 
de montrer que l'operateur T (ou Tb) sur j\r B ' ,7 ' 7r ° ' R est annule par le polynome 
(X - q(q 3 + 1))(X + (q 3 + 1)). Par fonctorialite il suffit de le faire pour R = O^, et 
done comme Nbj^^^o^ C N b j7roo q pour i? = Q2 ~ C. Comme T agit de maniere 
semi-simple sur cet espace, il suffit de voir que pour / £ iVe^^c propre pour Hp, 
la valeur propre A de T est — (q 3 + 1) ou q(q 3 + 1). Or d'apresjBUJ 6.1.2], a une 
telle forme nouvelle propre / est attachee une representation automorphe tt, telle 
que ir vo est soit la Steinberg St, soit la representation ir s (voir |BG| 3.6.5]) et que 
T agisse par A sur tt^" . Le lemme resulte done de |BG1 6.7.2] □ 

4.3. Augmentation du niveau. 

4.3.1. D'apres le point a. du lemme R. 1.1 l et ©, la representation automorphe tt 
definit un element de fij^j^^o , propre pour Tip de caractere propre note ip (cf. 
[BTT1 6.7.1]) 

Proposition 4.3.2. Pour tout entier n > 1, on peu£ choisir une place vq de F 
comme en \4-2.1\ et tel qu'il existe un vecteur non divisible f £ N R Jn ^ q , verifiant 

Uf = i>{U)f (mod// 1 ), 

pour tout U € TiP . 

Demonstration - D'apres la proposition 13.1.21 il existe une infinite de Vq inertes 
telles que q = 1 (mod fj) et tp(T) = q(q 3 + l) mod /u n . On en choisit une qui verifie 
les conditions de !4.2.1l i.e. qui est distincte de v et telle que K Vo est hyperspecial. On 
peut alors appliquer le theoreme d'augmentation du niveau en vo modulo fi n de BG 
(theoreme 1, page 2). Celui-ci implique l'existence d'une congruence non triviale 
modulo {i n entre OB,j, 7 r 00 ,o M (V') (l'espace propre de caractere propre ip pour Tip 
sur Obj^&v) et Nb, 3,^,0 „ done d'un / non divisible dans iV B) j )7roo>C ) M verifiant, 
pour tout U eH s 

(10) Uf = m)f (mod// 1 ) 

Soit P la projection de NB,j,n x ,0^ sur 7V+ 
La projection P commute a Hp car e'est un polynome en T. Done P(f) satis- 
fait aussi la relation (|1U|> . Par ailleurs, la relation ()1(J|) donne en particulier Tf = 
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q(q 3 + 1)/ (mod /j, n ), si bien que P(f) = f (mod fi n ), done P(f) est non divisible. 
Remplagant / par P(f), la proposition est prouvee. □ 

Fixons dorenavant n > 1, et Vq comme dans la proposition precedente. On pose 
S = S U {v } et le sous-groupe de Te correspondant a l'extension maximale 
de E non ramifiee hors des places de E divisant les places de So- Enfin, posons 
ft So = ® V >^ H{G V ,,K V ,). 

Pour R une C^-algebre, notons %r la -R-algebre des endomorphismes de N E Jn R 
engendree par Paction de 7^ s °. C'est une i?-algebre commutative, semi-simple si R 
est une L^-algebre, dont la formation commute a tout changement de base R — » R! 
et on a un morphisme d'algebres surjectif 7^ s ° ® R — > Tr. La conclusion de la 
proposition precedente se reformule en 

Proposition 4.3.3. La reduction modulo fi n du caractere ip de TiP° se factorise 
en un caractere, note ip n) de a valeur dans O^/ fjJ 1 

Par ailleurs, on a 

Proposition 4.3.4. existe un pseudo- caractere \ de T E ° a valeur dans Te> M tel 
que 

(11) x(F r °bw') = T w > pour toute place w divisant une place v So 

(12) X (g) = trn((7r v ) E J ss (g) Vg £ I w 

Demonstration - II suffit de montrer la proposition pour Xq = Xe> M ® Qz puisque 
Qi est plat sur O^. Mais Xq est commutative semi-simple et de dimension finie, 
done est isomorphe a un produit fini de copies de Qj. Si 9 designe la projection de 
Tq ; vers l'un de ces facteurs il suffit de prouver l'existence d'un pseudo-caractere x 
de T E ° a valeur dans Qi verifiant la propriete (|T2*)) et, au lieu de la propriete (|14[1. 
la propriete 

(13) x(Frob v /) = 0(T V /) pour toute place w' divisant une place v' So- 
Comme Q; est algebriquement clos, il existe une forme / / E = pro- 

pre pour 1rjp de caractere propre 9. D'apres |BG1 6.1.2], il existe une representation 
automorphe tt' attachee a /, telle que H^ opere par 9 sur tt' k (oil K^ = 
n«'0So e * * ene — ^ ou n vo — nS ' X ^ e carac tere de la representation 

de Gal (E/E) sur Qz attachee a 7r' ; il verifie (|T3|) d'apres 12.3.21 

Comme 0(T) = <?(<? 3 + 1) ^ -(<? 3 + 1) (mod fx), on a tt Vq = St (cf. [BGl lemme 
3.7.3]) Done (tt' e ) est la Steinberg en vo (d'apres Rog3, prop. 13.2.2(b)]) qui est de 
carre integrable, et Ton peut appliquer le theoremeOJa tt', ce qui montre que x(g) = 
trri((ir' v )E w ) ss {g) pour g G D w . Mais comme Hom^- i) ( J v , n' v ) / 0, le lemme IT. 1.11 
montre que n((Tr' v )E w )*} w ^ n(i^v)E w )f Iw , d'ou la formule (H2J). □ 

4.3.5. Fin de la preuve de la proposition Q Composons le pseudo-caractere x '■ 
T E ° — > To M de la proposition 14.3.41 avec le caractere ip n 

de la proposition 14.3.31 On obtient un pseudo-caractere 

^ n = i, n o X : T E °^O^fi n . 
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D'apres la formule (|14|). et le theoreme de Cebotarev, on a 

tr Plx (g) = ct> n (g) (mod fi n ) V<? G F%°, 
Mais d'apres (|T2l . on a 

0„(S) = trr z ((7r„) £u; ) ss ( 5 ) (mod fi n ) V# G 7 W . 

D'ou 

tr Pli (g) = trn((7r„)^) ss ( 5 ) (mod /x n ) \fg G 

Dans cette derniere congruence, les deux membres sont independants de n (et de 
i>o). Comme celle-ci est valable pour tout n > 1, on a 

et la proposition ^ en decoule. 

5. Preuve de la proposition El 

La preuve est tres proche de celle de la proposition ^ mais un peu plus simple. 
Nous indiquons seulement quels sont les changements a faire. 

5.1. Choix d'un niveau et d'un type. On prend pour K v un sous-groupe d'l- 
wahori B v de G v On prend pour K v un sous-groupe compact ouvert de n^'^u 

tel que tt rv ± 0. On prend K = B V K V et J = 1. 

5.2. Formes anciennes et nouvelles. . 

Rien ne change sauf en 14.2.21 : on definit S comme 1' ensemble des places v' 
differentes de v telles que K v i n'est pas hyperspecial. On definit Tip comme 



H(G V ,,K V ,) I ®Z{G V ,B V ) 

et cet anneau agit encore sur les espaces de formes Skj^ocR, Ob,;,^^, j7Vao R 
ou • G {0, +, — }. Le lemme ll.2.4l et sa preuve restent valables sans changement. 

5.3. Augmentation du niveau. 

5.3.1. La proposition 14.3.31 reste valable sans changement, avec la meme preuve. 
La proposition 14.3.41 a pour analogue 

Proposition 5.3.2. // existe un pseudo-caractere x de Tg d valeur dans Te> M tel 
que 

(14) x(F r °bw') = T w > pour toute place w' divisant une place v' G" So 

Demonstration - Comme dans la preuve de la proposition 14.3.31 il suffit de 
montrer, pour tout caractere 6 de l'existence d'un pseudo-caractere x de T^ 
a valeur dans verifiant 

(15) x(Frob„,/) = 0(T W >) pour toute place w divisant une place v' G" So- 

Raisonnant encore comme dans la preuve de la proposition I4.3.3[ on voit qu'il 
existe une une representation automorphe tt' attachee a /, telle que opere par 
8 sur ir' K (ou i^ E ° = n v i0± o K v i)i et telle que ir' E est la Steinberg en la place 
au-dessus de vq. 
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Soit x le caractere de la representation de Gal (E/E) sur (Q>; attachee a it'; 
d'apres 12.3.21 il est non ramifiee hors £o U {v} et Ton a 

x(Frob w i) = 6(T W >) pour toute place w' divisant une place v S, v ^ v. 

D'apres le theoreme|3] applique a n', x(g) = ^ T r i(( 7r v)E w ) ss (g) pour g € D w . Done 
X est aussi non ramifiee en e, d'apres le point 3) du lemme l2*.3.5l et Ton a 

x{Fvob w ) =9{T W ). 

(La meme chose vaut pour l'autre place w de E au-dessus de v dans le cas ou v est 
decomposee.) □ 



5.3.3. Fin de la preuve de la proposition Composons le pseudo-caractere x '■ 
T E ° — > To M de la proposition 15.3.21 avec le caractere tp n 

de la proposition 14.3.31 On obtient un pseudo-caractere 

^ n = i, n o X : r§°-<V/^- 
D'apres la formule (|14j) . et le theoreme de Cebotarev, on a 
tvp^g) =M9) (mod/i") V<? E r|°, 

et aussi 

= <MsO (mod /i n ) 

Mais d'apres (fT2*|) . on a 

trp^CBVobw) = ^n(r w ) = trr / ((7r^) jBro ) ss (Frob w ) (mod p n ) Vg € J„ 

la deuxieme congruence decoulant du lemme E.3.51 Dans cette congruence, les deux 
membres extremes sont independants de n (et de vq). Comme elle est valable pour 
tout n > 1, on a 

trp^Frob^) = trn((ir v ) Ew ) ss (Fmb w ). 

Ceci est aussi valable pour l'autre place w divisant w (si v est decomposee). Comme 
les representations ri((-K v )E w ) ss et son t non ramifiees (lemme 12.3.51 point 3), 

et ont memes caracteres centraux (par Cebotarev), elles sont isomorphes, CQFD. 

6. Preuve du theoreme principal 
6.1. Changement de base local. 

6.1.1. On note r la representation rf((ir v )\ Ew ) du groupe G&\(Qi/E w ). Soit 

M = Qf err . 

On a Gal (M/E w ) = r(D w ). On dispose de la suite exacte 

_ i w _» Dw -» Gal (E£/E w ) - 0, 

d'ou une suite exacte 

-> r(J tt ) -> r(A„) -» r(Z) -> 
Notons que r(J to ) est fini. 
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6.1.2. Soit u un element de D w = Gal (Qi/E w ). On suppose que u I w . On note 
(r(u)) l'adherence du sous-groupe engendre par r(u) : sous notre hypothese, c'est 
un sous-groupe d'indice fini de r(D w ). 
On pose 

N = M {r{u)) . 

On a Gal (M/N) = (r(u)). L'extension N/E w est finie mais n'est pas en general 
galoisienne. 

Lemme 6.1.3. L'extension M/N est non ramifiee, et son Frobenius est r(u). 

Demonstration - II suffit de montrer que pour toute extension finie galoisienne 
M' de ./V contenue dans M, on a M'/N non ramifiee, de Frobenius l'image de r(u) 
dans Gal (M'/N). et c'est clair. □ 



6.1.4. Si B/A est une extension de corps p-adique, on definit le changement de 
base local de A a B d'une representation n irreductible lisse de GL n (A), qu'on note 
7Tb, par la relation 

■kb ■= rec^ 1 o res A / B o rec^-n"), 

ou res^/5 est la restriction d'une representation de Wb a Wa- 

Si la representation ir est-elle meme le changement de base d'une representation 
d'un groupe unitaire, par exemple it = (tt v )e w on notera (tt v )b son changement de 
base a B, au lieu de ((tt v )e w )b, ce qui ne cree pas d'ambiguite. 

Proposition 6.1.5. Le changement de base local (tt v )n de (tv v )e w a N a une droite 
invariante par un Iwahori de GL^(N) . 

Demonstration - Par definition, ri((ir v )pf) est la restriction de ri((n v )E w ) a 
Gal (Qi/N). D'apres le lemme 16.1.31 cette representation est non ramifiee. La propo- 
sition en decoule. □ 



Soit iVo la cloture galoisienne de N, qui est finie et resoluble sur E w . 
6.2. Changement de base global. 

Lemme 6.2.1. II existe un corps de nombres F' verifiant 

i. F' est totalement reel, 

ii. F'/F est resoluble et le changement de base ttef 1 deUE a EF' est cuspidal. 
Hi EF' admet une place w' divisant w telle que {EF) w i / E w soit isomorphe a 

N /E v . 

Demonstration - Cela resulte aisement de |AT1 theoreme 5, page 103]. Voir |BG1 
preuve de la proposition 3.2] pour plus de details. □ 

On a Gal(N /E w ) C Gal(EF'/E) = Gal (F'/F). Le sous-groupe Gal (N /N) 
de Gal (Nq/E w ) s'identifie a un sous-groupe de Gal (F'/F) et definie done un sous- 
corps H de F', contenant F, et tel que (EH) w i / E w est isomorphe a N/E w 

Le lemme suivant est demontre dans |Haj . 
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Lemme 6.2.2 (Harris). // existe une representation automorphe cuspidate tteh de 
GL n (EF) qui est le changement de base fort de tie, is. dont la composante locale 
(tteh)x en toute place x de EH divisant une place y de E est le changement de 
base local de {^E)y ■ 

Par Cebotarev la representation galoisienne associe a it eh est 

|Gal (Q/EH) ■ 

D'apres la proposition EJ appliquee a tth en la place w' de EH, on a 

(Pn)[D w , - r lMN = (r(Tr v ) Ew )\D w r 

Comme u € D w i = Gal (Qi/N) par definition de N, on a en particulier 

tr(p M )(u) = trr(ir v ) Ew {u) 

Cette egalite est valable pour tout u € D w — I w . Mais par ailleurs, d'apres la 
proposition elle est aussi vrai pour u € I w . On a done montre tr(p^)m = 
tr ri(ir v )E w , et le theoreme. 

Joel Bclla'ichc, jbcllaic@math.unicc.fr ou jbcllaic@ias.edu 
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